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Eigenschaften von Grobner Basen

Definition
G ={g,...,g} ist eine Grébner Basis von | = (fi,..., fy)
genau dann, wenn

1. GC/und
2. (Im(g1),...,Im(g;)) = (Im(f) | fel).

Satz (Buchbergers Kriterium)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. G ist eine Grobner Basis von (G).

2. Fiir alle f,g € G gilt, dass spol(f, g) L 0, wobei

spol(f, g) = MQWf - Ic(ﬂ%g.



Ein schnuckeliges Beispiel




Buchbergers Algorithmus

Eingabe: Ideal / = (f1,...,fy)
Ausgabe: Grobner Basis G von /

1. G+ 0
2. G+ GU{f} firalle i € {1,...,m}
3. P+ {(s1.8) | gi-g5 € G.i > j}
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Buchbergers Algorithmus

Eingabe: Ideal / = (f1,...,fy)
Ausgabe: Grobner Basis G von /
1. G« 0
2. G+ GU{f} furalle i € {1,..., m}
3. P« {(egig) | &g <cG,i>j}
4. Solange P # ()
(a) Wahle (f,g) e P, P+ P\ {(f,g)}
(b) h + spol(f,g)
(i) Falls h <50
(i) Falls h S r+#0

P+ PU{(r,g)| g€ G}
G+ GUA{r}

5. Gebe G aus.
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Buchbergers Algorithmus

Eingabe: Ideal / = (f1,...,fy)
Ausgabe: Grobner Basis G von /

1.
2. G+ GU{f} firalle i € {1,...,m}
3.

4. Solange P # ()

G+ 0

P« {(gi.g) | gi-gj € G,i > j}

(a) Wahle (f,g) e P, P+ P\ {(f,g)}
(b) h + spol(f,g)
(i) Falls h £, 0 = keine neue Information

(i) Falls h Sr # 0 = neue Information
P« PU{(r,g)| g€ G}
G+ GUA{r}

Gebe G aus.
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Nullreduktion in unserem Beispiel

Beispiel

Gegeben waren die Erzeuger g1 = xy — 22, g = y?> — 22 von /.

Wir haben spol(gz, g1) bzgl. G reduziert und das resultierende
Element g3 = xz? — yz2 wird zu G hinzugefiigt.
Nun geht es weiter:

spol(gs, g1) = xyz? — y2z% — xyz? + z* = —y?2% + 7*.
Wir kénnen weiter reduzieren mit z?gs:
—yzz2 S —I—yzz2 =zt =0

= Wie konnen wir Nullreduktion vorhersagen?



@ Signaturbasierter Ansatz
Die grundlegende ldee
Signaturbasierte Berechnungen von Grobner Basen
Signaturbasierte Kriterien
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Signaturen von Polynomen

Sei | = (fi,...,fm).
Idee: Gib jedem Polynom f € I etwas mehr Struktur:
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Signaturen von Polynomen

Sei | = (fi,...,fm).
Idee: Gib jedem Polynom f € I etwas mehr Struktur:

1. Es sei R™ erzeugt von ey, ..., emn, < eine Wohlordnung auf
den Monomen in R™ und 7 : R™ — R, so dass

m(ei) = f; fur alle i.

2. Jedes Polynom p € | kann beschrieben werden durch ein

m
s = Z hiej € R™ mit p = 7(s).
i=1
3. Eine Signatur von p ist gegeben durch
sig(p) = Im<(s) mit p = 7(s).

4. Die minimale Signatur von p existiert durch <.



Unser Beispiel — nun mit Signaturen und <ot

Wir hatten bislang folgendes:

&1 :Xy—227

g2 — }’2 _ 227
g3 = spol(g2, g1) = xg2 — yg1

= sig(g3) = xsig(g) = xex.
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Unser Beispiel — nun mit Signaturen und <ot

Wir hatten bislang folgendes:

&1 :Xy—227

g2:y2_z27

g3 = spol(g2,81) = x&2 — y&1
= sig(g3) = xsig(g) = xex.

Weiter mit spol(gs, g1) = yg3 — z%g1:
sig (spol(g3, 81)) = y sig(g3) = xyex.
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Unser Beispiel — nun mit Signaturen und <ot

Wir hatten bislang folgendes:

&1 :Xy—227

g2:y2_z27

g3 = spol(g2,81) = x&2 — y&1
= sig(g3) = xsig(g) = xex.

Weiter mit spol(gs, g1) = yg3 — z%g1:
sig (spol(g3, 81)) = y sig(g3) = xyex.

Beachte: sig (spol(g3,g1)) = xyex und Im(g1) = xy.

= Wir wissen, dass spol(g3, g1) zu Null reduzieren wird.
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Woher wissen wir das?

Die generelle Idee ist es, die s-Polynome auf Minimalitat ihrer
zugehorigen Signaturen zu untersuchen.
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Woher wissen wir das?

Die generelle Idee ist es, die s-Polynome auf Minimalitat ihrer
zugehorigen Signaturen zu untersuchen.

Falls sig (spol(p, q)) nicht minimal fiir spol(p, q) ist
= spol(p, g) wird nicht reduziert.

Unser Ziel

Versuche so gut es geht zu priifen, ob die Signatur des s-Polynoms
der minimal moglichen entspricht und handele entsprechend.

Unsere Aufgabe
Wir miissen auf die Korrektheit der Signaturen achten.
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Signaturbasierte Berechnungen von Grébner Basen

Eingabe: Ideal | = (f1,..., m)
Ausgabe: Grébner Basis poly(G) von /
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Signaturbasierte Berechnungen von Grébner Basen

Eingabe: Ideal | = (f1,..., m)
Ausgabe: Grébner Basis poly(G) von /

1.

2
3.
4

G+ 0

. G+ GU{(e,f;)} furalleie{1,...,m}
P« {(s,8) &8 € G,i>j}

. Solange P # ()

(a) Wahle (f, g) € P mit sig (spol(f, g)) minimal,

P P\{(f, &)}

(b) Falls sig (spol(f, g)) minimal fiir spol(f, g):

(i) h < spol(f,g)
(i) Falls poly(h) < 0
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Signaturbasierte Berechnungen von Grébner Basen

Eingabe: Ideal | = (f1,..., m)
Ausgabe: Grébner Basis poly(G) von /

1. G+ 0

2. G+ GU{(e,fi)} firalle i € {1,..., m}
3. P+ {(gg) & g€cG,i>j}

4. Solange P # )

(a) Wahle (f, g) € P mit sig (spol(f, g)) minimal,

P P\{(f,g)}
(b) Falls sig (spol(f, g)) minimal fiir spol(f, g):

(i) h < spol(f,g)
(i) Falls poly(h) < 0
(iii) Falls poly(h) <> poly(r) # 0

P+ PU{(r,g)| g € G}
G+ GUA{r}

5. Gebe poly(G) aus.
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Signaturbasierte Berechnungen von Grébner Basen

Eingabe: Ideal | = (f1,..., m)
Ausgabe: Grébner Basis poly(G) von /
1. G+ 0
2. G+ GU{(e,f;)} firalle i € {1,..., m}
3. P—{(eg) e g€Gi>j}
4. Solange P # ()
(a) Wahle (f, g) € P mit sig (spol(f, g)) minimal,
P P\{(f,g)}
(b) Falls sig (spol(f, g)) minimal fiir spol(f, g):
(i) h <+ spol(f,g)
(i)) Falls poly(h) <+ 0 < signaturerhaltend
(iii) Falls poly(h) AN poly(r) # 0 < signaturerhaltend
& #g € G so dass msig(g) = sig(r) und

mIm(poly(g)) = Im(poly(r))
P« PU{(r,g)|ge G}
G+ GUA{r}

5. Gebe poly(G) aus.
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Signaturerhaltende Reduktionen

Seien p und g in R gegeben, so dass mIm(q) = Im(p), c = ;
Betrachte

p — cmgq.
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Signaturerhaltende Reduktionen

Seien p und g in R gegeben, so dass mIm(q) = Im(p), c = ;
Betrachte
p — cmgq.

sig(p —cmq) = sig(p)

sig(p —cmq) = msig(q)
sig(p —cmq) =< sig(p), msig(q)
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Funktioniert das?

Terminierung

» Falls sig(r) = msig(g) und Im (poly(r)) = mIm (poly(g))
wird r nicht zu G hinzugefiigt.

» Jedes neue Element vergroBert ((sig(r), Im(poly(r)))).
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Funktioniert das?

Terminierung

Falls sig(r) = msig(g) und Im (poly(r)) = mIm (poly(g))
wird r nicht zu G hinzugefiigt.

Jedes neue Element vergroBert ((sig(r), Im(poly(r)))).

Korrektheit

»Alle moglichen” s-Polynome werden betrachtet:
signaturerhohende Reduktion = neues Paar im nachsten
Schritt

Alle Elemente ungleich Null werden hinzugefiigt auBer wenn

sig(r) = msig(g) und Im (poly(r)) = mIm (poly(g))

14 /16



Signaturbasierte Kriterien

Non-minimal signature ( NM )

sig(h) nicht minimal fiir h? = Losche h.
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Signaturbasierte Kriterien

Non-minimal signature ( NM )

sig(h) nicht minimal fiir h? = Losche h.

Beweisidee
1. Es existiert eine Syzygie s € R™ mit Im(s) = sig(h).
= Wir kdnnen h mit kleinerer Signatur darstellen.
2. Elemente werden bzgl. aufsteigender Signaturen gehandhabt.
= Die zu h gehorenden Reduktionen sind unnotig.

O

Nochmal unser Beispiel mit <o

sig (spol(g3, &1)) = xye

2

=Xy —Z
gl_ 2, b = psyz(g, 81) = G162 — grer = xyer + . ..

L=y -z



Signaturbasierte Kriterien

Rewritable signature ( RW )

sig(g) = sig(h)? = Losche entweder g oder h.
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Signaturbasierte Kriterien

Rewritable signature ( RW )

sig(g) = sig(h)? = Lo6sche entweder g oder h.

Beweisidee

1. sig(g — h) < sig(g),sig(h).

2. Elemente werden bzgl. aufsteigender Signaturen gehandhabt.
= Rechnungen bzgl. kleinerer Signaturen sind schon
abgeschlossen.
= Wir konnen bspw. h darstellen durch

h = g + Elemente mit kleineren Signaturen.



@ Implementierungen & Ausblick
Effiziente Varianten
Zeiten
Ausblick
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Effiziente Varianten
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Arri,Perry
(2009)
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Perry,E.
(2009)
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Effiziente Varianten

AP
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(2010)
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Effiziente Varianten

AP
Arri,Perry
(2009) G2V
Gao,Guan,Volny

(2010)

GVW

Gao,Volny,Wang
iG2V (2011)

E.
(2012)

A

iF5C (2009) F5A
E. Perry,E.

(2012) (2011)
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Effiziente Varianten

AP
Arri,Perry
(2009) G2v
Gao,Guan,Volny
AP1 (2010)
Arri,PerryE.
(2011) AP2 GVwW
Arri,Perry,E. Gao,Volny,Wang
(2012) iG2V (2011)
E.
(2012)
iF5A
(2012)
iF5C (@ F5A
= Perry,E.
(2012) (2011)
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AP1
Arri,Perry,E.
(2011) AP2
Arri,Perry,E.
(2012)

Effiziente Varianten

iF5A

(2012)
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Aktuelles / Ausblick

Heuristiken:
Ordnungen fiir Signaturen; Ordnung von Paaren, Reduzierern

F4:
Lineare Algebra zum Reduzieren

Parallelisierung:
modulare Methoden, paralleles Testen der Kriterien

Berechnung von Syzygien:
Implementierung

Verallgemeinerung der Kriterien:
mehr Datenstruktur in Signatur, Kombination mit
Buchbergers Kriterien
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